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© Modelova 2D aloha

Petr Vodstril (VSB-TUO) Nerovnosti ve FETI 31.1.2025 3/37

Modelova Gloha

Uvazujme modelovou tlohu
—Au=fFf v, &)
u=0 na oS,
kde Q = (0,1) x (0,1) a f € L*(Q).
Slabym feenim Glohy (&) rozumime funkci u € Wy *(Q) spliiujici
(Vv e Wol’z(Q)) ; / Vu(x) - Vv(x)dx = / f(x)v(x)dx.
Q Q
Toto slabé resSeni je zaroven i reSenim Glohy na nalezeni
: 1 2
arg min (—/ IVu(x)]” dx — / f(x)u(x) dx) .
ue Wy %(Q) 2 Ja Q
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9 Diskretizace a numerické reSeni modelové tlohy
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Triangulace Q a prostory V(Q) a VJ(Q)

v 2
Oznaéme x1,x2,...,Xm, kde m = (% + 1) , uzly

triangulace Q.

1 2
i~ 1)
pozicich byly uzly vnitfni a na zbyvajicich mg = % pozicich
byly uzly hranicni.

) y

Tyto uzly si seradime tak, aby na prvnich m; = (

(h=

Q=

Uvazujme bazi o1, @2, ..., pm prostoru V"(Q) s nasledujicimi vlastnostmi:
@ Kazda z funkci ; je spojita a po &astech linearni na Q.

® wi(xj) = dj.

Je-li u" € V"(Q) takova, Ze pro kazdé i € {1,2,..., m} plati u"(x;) = u;,

pak u" = w11 + s + -+ UnPm.

Poznamenejme jesté, Ze funkce o1, 2, . .., om, tvoli bazi prostoru Vi (Q). J
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Necht A € R™*™ je matice s prvky aj = [, Vyi(x) - Vgj(x) dx (matice tuhosti)
a b € R™ je vektor o slozkach b; = [, f(x)p;(x) dx.

Pak plati
/ IVu"(x)Pdx = u" Au  a / f(x)u"(x)dx = b"u.
Q Q

Al AIB]

Bude uzitecné matici A chapat jako blokovou matici A =
Ag  Ass

Ay je typu m; X my, Aig je typu m; X mg, Aps je typu mg X m; a Agg je typu mg X mg.
4

Stejné tak bude uZite&né psit b = {b’}, pfipadné u = {“’]
bs up

Vlastnosti matice A

@ Matice A je pozitivné semidefinitni.
@ Jadro matice A ma dimenzi 1 a je generovano vektorem samych jednicek.

@ Matice Ay je pozitivné definitni, a tedy i regularni.
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Aproximace feSeni modelové ulohy v prostoru V()

Hledame

arg min <1/ ]Vuh(x)|2dx—/f(x)uh(x)dx).
uhe Vi (Q) 2 Ja Q

Ulohu Ize p¥eformulovat jako problém hledéni

1
arg min (EU,TA//U/ — b/TUI) ;

uy cR™I

pripadné reseni soustavy Aju; = by.

Poznamka

Cislo podminénosti matice Aj je fadové h—12 Reseni mize byt (pro mala h) vypocetné

naroc¢né a navic tézko paralelizovatelné.
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© Princip metody TFET]I
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Metoda TFET]I

A = diag(A', ..., A°), kde s = 2

H H2 7
ha— H .. v . e, v H 2
1h A’ je pozitivné semidefinitni (rozméru (F + 1) ),
Q Ker A’ je generovano vektorem samych jednicek.

V matici B = [Bl, B ..., Bs] jsou obsazeny
podminky lepeni podoblasti a Ize ji zvolit tak, aby
méla ortonormalni radky.

v

5 v , . (1
Resime Glohu na nalezeni arg min <§uTAu —b"u).
Bu=0

+ T
Au+ B™ )\ = b, axt aca u=A"(b—-B'A)+ Ra,

Lagr. multiplikatory: Bu—0 Bu—0 CKer A

Odtud BA"(b— B"\) + BRa = 0 a navic R" (b — BT \) = 0. Druha rovnost plyne z
faktu, Ze obor hodnot symetrické matice A je kolmy na jeji jadro.
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BA*(b— B"\) + BRa = 0,

Zavedeme-li oznaceni

F=BA"B',

dostaneme (po drobnych Gpravach) soustavu

RT(b—B"\) =0

G=-R'B", d=BA"'b, e=—R"b,

S pouzitim substituce A = pu + Ao, kde Ao je libovolny vektor spliujici podminku

G)\o = e, dostaneme soustavu

Fu+ G a=d,
Gu =0.

(d =d— FXo)

Misto feSeni této soustavy mazeme hledat arg min 6(u), kde 6(p) = %MTF,LL —d"pu.

ueKer G

To je stejné jako minimalizovat (bez omezeni) funkci O(Pu) = 2u" PTFPu — d” Py,
kde P=1—G"(GGT) G je (symetrickd) matice projekce na Ker G.

Pro vyreseni minimalnizac¢ni Glohy tedy staci fesit soustavu | PFPu = Pd |.
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Schurtiv doplnék — obecny koncept

v v - - K
Méjme ¢tvercovou matici A =

L kde bloky K a N jsou ¢tvercové matice a

M N’
predpokladejme navic, ze matice K je regularni.

Predstavme si, ze rfeSime soustavu
K L||x| _ |u
M N| |yl |v|’

Kx+ Ly = u,
Mx 4+ Ny = v.

Tu si mizeme rozepsat do tvaru

Z prvni rovnice dostaneme (matice K je regularni) vztah x = K~*(u — Ly). Dosazenim
tohoto vztahu do druhé rovnice dostaneme MK ~'(u — Ly) 4+ Ny = v, co? si lze prepsat
jako

(N - MK 'Ly =v— MK 'u.

Schurtiv doplnék S bloku K definujeme rovnosti S = N — MK L.
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Schurilv doplnék a vztah k zobecnéné inverzi

Uvazujme libovolnou matici A" spliiujici podmimku AATA = A. Matici A" chiapejme
jako blokovou matici
AT = A
M N
se stejnou blokovou strukturou jako
K L
s 4

Plati rovnost

SNS =S,
kde S = N — MK 'L je Schuriiv dopinék bloku K.

Diky predchozi vét& mizeme psat N = S™. J
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Plati rovnost SNS =S,
kde S = N — MK~ *L je Schuriiv doplnék bloku K.

g1
Uvazujme matice X = [ / O} ayY = ll K L}. Primym vypoctem

—MK~1 | 0 /
dostaneme

P / o] [K L] _ [K L [k L
" |-MK™Y I||M N| |0 N—-—MKL| |0 S|’

Ay_KLI—K‘lL_K 0 _[K 0
(M NI |0 / M N-MKL| T (M S|

Dale plati _1
K L||l —-K 'L K 0
xav = oy =[€ 4 [0 K g
Zaroven ale dostaneme
_ vy . [k L]|K L|[k o] _
XAY = X(AATA)Y = (XA)A (AY)_[0 sl mllv sl =
. * * K 0 I *
_SA’ZSK/MS_*SK/S'D
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Harmonické a diskrétné harmonické funkce

Rekneme, Ze funkce u € W'?(Q) je harmonickd, plati-li

(Vv € Wy (Q)) : /QVU(X) -Vv(x)dx = 0.

Rekneme, Ze funkce u" € V"(Q) je diskrétné harmonickd, plati-li

(V" € V5'(Q)) : /QVuh(x) - Vv'(x)dx = 0.
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Dilezita vlastnost (diskrétné) harmonickych funkci

Necht u", w" € V"(Q), ulyq = wiyg, a necht u” je navic diskrétn& harmonicka. Pak

/QIVuh(x)Fdxg/9|th(><)|20|><.

Ziejmé Ize psat w” = u" + v", kde v € VJ(Q). S pouzitim definice diskrétné
harmonické funkce dostaneme pozadovanou nerovnost pfimym vypoctem:

/QIVw”(x)Izdx — /Q IVu"(x) + Vv(x)]? dx =

:/|Vuh(x)|2dx—|—2/Vuh(x)-Vvh(X)dx—l—/ |Vvh(x)|2dx2/|Vuh(x)|2dx.
Q Q Q Q

~~ ~~

=0 >0
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Diskrétné harmonické funkce v reéi matic

Predpokladejme, Ze u" € V"(Q) ma vyjadreni u" = w1 + -+ - + tUmpm. Pak plati:

u je diskrétné harmonickd, pravé kdyZ

Anu + Agug = 0.

Zname-li u diskrétn& harmonické funkce u" hodnoty v hraniénich uzlech (vektor ug),
muizeme dopoditat hodnoty ve vnitfnich uzlech (vektor u;) pomoci vztahu

u = —(A//)—lA/B ug.

Je-li u" € V(Q) diskrétn& harmonicka, pak

hyNx24e _ Ta. o7 T1|A0 Asl||w| 1 11| Anu+Agug |
/Q|Vu (x)|"dx =u Au=[u; ug lAB/ ABB:| LJ = [u/ up |:ABIUI+ABBUB:| =

0 _
— [u,T ug] |:ABIUI n ABBUB] — U;—(ABIUI+ABBUB) — U;(_ABI(AII) 'Apus +Aggug) =

= ug (—Asi(An) A + Asg)us = ug Sug.
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Jiz vime, Ze pro diskrétné harmonickou funkci u” € V"(Q) plati

/ IVu"(x)|? dx = uf; Sus,
Q

kde S = Agg — AB/(A”)_lA/B je Schurdv doplnék bloku A; v matici tuhosti A.

Schuriv doplnék S je symetricka pozitivné semidefinitni matice typu mg x mg. Jadro
matice S je opét jednodimenzionalni a je generovano vektorem samych jednicek.

Vidime tedy, ze (regularni) Cislo podminénosti matice S bude Gzce souviset s diskrétné
harmonickymi funkcemi.

A proc nas zajima Cislo podminénosti matice S7? )
Uvidime, ze ze znalosti Cisla podminénosti matice S dostaneme informaci o Cisle
podminénosti matice PFP. Ta se objevila v metodé TFETI, o které jsme se zminili dfive.
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@ Odhady spektra Schurova doplnku
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/7 Vv

Regularni cislo podminénosti matice S

Véta (horni odhad spektra matice S)

Kazdé vlastni cislo A\ matice S splnuje nerovnost A < 3.

Duikaz.

Predpokladejme, ze A je vlastni Cislo matice S a ug € R™8 je odpovidajici vlastni vektor,
tj. Sug = A\ug.

Uvazujme diskrétné harmonickou funkci u” € V"(Q), jejiz hodnoty v hrani¢nich uzlech
diskretizace odpovidaji jednotlivym slozkdm vektoru ug. Vime, ze

/ IVu'(x)]? dx = uf Sup = ug Aug = A|us||>.
Q

Dale uvazujme pomocnou funkci w” € V/(Q), pro kterou plati WT’aQ = u'raQ a ktera je
ve vSech vnitrnich uzlech nulova.

Plati
)\||uB||2:/|Vuh(x)]2dx§/|th(x)|2dx.
Q Q

Nyni potfebujeme shora odhadnout integral [, IVw"(x)|? dx.
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/7 Vv

Regularni Cislo podminénosti matice S

Dokonceni dukazu.
Lze ukazat, ze
/ VW) dx < 3||us|?,
Q

coz spolec¢né se vztahy

)\||uB||2:/|Vuh(x)|2dx§/|VWh(x)|2dx
Q Q

dava
2 2
Mlug||” < 3||us|”

Odtud (vlastni vektor je z definice nenulovy) dostaneme pozadovanou nerovnost

A< 3.
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/7 Vv

Regularni cislo podminénosti matice S

Véta (dolni odhad kladné ¢asti spektra matice S)

Existuje konstanta ¢ € R" (nezdvisld na h) takovd, Ze kazdé kladné vlastni &islo A matice
S spliiuje nerovnost \ > %h.

Predpokladejme, Ze A > 0 je vlastni Cislo matice S a ug € R™8 je odpovidajici vlastni
vektor, tj. Sug = Aug. Vzhledem k tomu, ze A # 0, mizeme psat ug = §5uB, coz
znamena, ze ug € Im S. Protoze je obor hodnot symetrické matice kolmy na jadro (které
je generované vektorem samych jednicek), znamen3 to, Ze

mp

11 ... 1us=) (us); =0 (M)

j=1

Opét uvazujme diskrétné harmonickou funkci u” € V"(Q), jejiz hodnoty v hrani¢nich
uzlech odpovidaji jednotlivym slozkdm vektoru ug. Neni tézké si rozmyslet, ze

podminka (#) znamend
/ u"(x)ds, = 0.
o}

Petr Vodstréil (VSB-TUOQ) Nerovnosti ve FETI 31.1.2025 24 / 37



Pokracovani dukazu.

Nyni se pouzije vhodna verze Poincarého nerovnosti, kterd rika, ze existuje konstanta
c1 € R takova, Ze pro kazdou funkci u € W?(Q) plati

/Q e (/Q [Vu()[ dx + (/89 Tu(x)dsx>2> _

Podle véty o stopach existuje konstanta ¢, € R* takova, ze pro kazdou funkci
u € WH3(Q) plati

/8Q (Tu(x))*dsx < e (/Q (u(x))*dx + /Q IV u(x)[? dx) .

Kombinaci vyse uvedenych nerovnosti dostaneme, Ze pro kazdou diskrétné harmonickou
funkei u” € V"(Q) spliujici [, u”"(x)ds. = 0 plati

/89 (u"(x))?dsx < @ <C1/Q|Vuh(x)]2dx+/Q|Vuh(x)|2dx) =
= o(a + 1)/Q IVu"(x))? dx = c3 /Q IVu"(x)| dx.

ozn.

<3

Konstanta c3 pfitom nezavisi na volbé& funkce u” ani na h.
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Dokonceni dukazu.

Vime, ze
/ (uh(x))zdsx < C3/ IVu"(x)Pdx = ¢ (u;SuB) =c3 (u;)\us) = a3 \||ugl]®.
o} Q

Protoze je funkce u” po &astech linedrni na 99, neni t&zké si rozmyslet, Ze existuje
konstanta c; € R™ (nezavisla na h) takova, Ze pro kazdé u" € V"(Q) plati

/ (u(x))2 dsx > cabllus].
a0
Odtud dostaneme nerovnost

cahlus|® < csA||uslf?,

ze které ihned vyplyva odhad
A>1h,

kde ¢ = 2 je kladnd konstanta (nezavisld na h). O

Celkem jsme dostali, Ze pro kazdé nenulové vlastni Cislo matice S plati odhad
%h < A<3.

v

Pokud by nase ¢tvercova oblast méla stranu H (doted jsme predpokladali H = 1), odhad

by se zménil na %% < X < 3. Regularni ¢islo podminénosti matice S je proto radové %
—
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@ Analyza konvergence metody TFETI
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Analyza konvergence metody TFETI
Nejdfive uvedme jednu uzite¢nou vétu, kterou budeme potfebovat pozdéji. )

Véta

Necht A je nenulovd redlna symetricka matice fadu k € N s (redlnymi) vlastnimi Cisly
A, ..., A\k. Predpokladejme pfitom, Ze Cisla \1,..., A\ (1 < | < k) jsou nenulova,
zatimco &isla \jy1, ..., Mk jsou rovna nule. Ddle necht A™ je libovolnd matice spliiujici
AATA = A. Pak pro kazdé y € Im A plati

. 1 1 2 T At 1 1 2
— s — <y Ay < — = .
min{ oo p e IE <y ATy < max{ S L

Nyni se podivdame na to, jak souvisi ¢islo podminénosti Schurova doplinku S matice
tuhosti s ¢islem podminénosti matice PFP, kterd se objevila v metodé TFETI.
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Pripomenme, ze
A =diag(A',...,A°), B=[B', B ..., B,
F=BA"B", G=-R"BT,
A" =diag((ADT, ..., (A)N).

i i
Kazdy z bloki A' ma pritom blokovou strukturu A' = { !l ,-’B].

° B Abs
@ Podobné Ize psat B’ = [B], Bg] = [0, Bg].

@ Sloupce matice R tvofi bazi jadra matice A.

@ Rozmér kazdé podoblasti A’ je H a disktretizaéni parametr je h.

Existuje konstanta ¢ € R (nezdvisld na H i h) takovd, Ze pro kazdé i € Ker G plati

1 H
Slal® <" Fu < e llull
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Existuje konstanta ¢ € R" (nezdvisld na H i h) takovd, Ze pro kazdé u € Ker G plati

1 H
§||M||2 <p'Fu<c|ul.

Podminka i € Ker G znamena, ¢ R7 BTy = 0. Proto je B s kolmé na jadro matice A,
atedy B" 1 € Im A. Z toho vyplyva, Ze pro kazdé i € {1,...,s} plati

ma @)= (iG] = el

coz véak znamend, e pro kazdé i € {1,...,s} je (Bg) € ImS'.
Prfimym vypoctem dostaneme, ze

p Fu=p"BATB u=> nu"B'(AY(B) 1=

i=1

_Z W' Bl {((f\\)) ((f\"'iyﬂ [(BE%TM]ZE“TBE%‘BE)T“

i=1 ]
=(Si)*
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p'Fu= ;HTBE(Si)+(Bé)TM> 1(B5) "ull = [I(B")" ]

Dokonceni dukazu.

1 IR H | i H
SIB ull =3 > 1(Be) ul* < u' Fu<c > II(Ba) wll® = c 1B >
i=1 i=1
ProtoZe ma matice B ortonormalni fadky (BB” = ), dostaneme
1B ull> =p" BB p=p"lp=p"p=|ul?

odkud ihned plyne
1 H
Sl < w7 Fp < el

Necht \ je libovolné nenulové viastni &islo matice PFP. Pak existuje konstanta ¢ € R
(nezdvisla na H i h) takova, Ze
1
- <)X<c
g =As
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Necht \ je libovolné nenulové viastni &islo matice PFP. Pak existuje konstanta ¢ € R
(nezavisla na H i h) takova, Ze

%g)\gc

Necht A je libovolné nenulové vlastni ¢islo matice PFP a u je odpovidajici vlastni vektor.
To znamena, ze PFPu = Au, a tedy p = %PFPM €lmP = KerG.

Ze vztahti Py = 1 a PT = P a z ptedchozi véty pak plynou nerovnosti

1 H
2el? < p"Fu < c—|lull?,
3 L L=

= (Pu)" F(Pp) =
= " PFPp = p A = Al

ze kterych ihned dostaneme dokazované tvrzeni. L]
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© Dalsi odhady
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SreEm VS. Sgem (ViZ ¢lanek [5])

Srem: o Gseeln Inednd o seel ke o 1w G0
U
Diskr. harmonické rozéiteni u” € V"(Q), tzn. u” je diskr. harmonicka na Q a u’{aﬂ = ug
U
1h
—llusll® < (Srem(us), us) < 3|jus]’
— f |V ub(x)[2 dx
v
Seem: Po castech linedrni a spojita funkce ug na 02
U
Harmonické rozsireni u € W?(Q), tzn. u je harmonickd na Q a Tu = up
U
1h 3
~llusl® < {Ssem(us), us) < Zlus]’
=Jq | Vu(x)|? dx

Petr Vodstril (VSB-TUO) Nerovnosti ve FETI 31.1.2025 34 /37



Kvalita horniho odhadu (Srem(ug), ug) < 3||us|?

Pro jakou nejmensi konstantu cmin plati niZze uvedenad nerovnost?

(Srem(uB), ug) < Cmin ||UB||2

Jak moc se optimalni konstanta cyin lisi od cisla 37 )

Véta (viz ¢lanek [5])

Necht kladna ¢&isla H (strana ctvercové oblasti) a h (diskretizacni parametr) splriuji
podminku 4 < % € N. Pak

48 H _ 241
17Hh o8 S Cmin S 3

Poznamka
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Dékuji za pozornost.
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